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Dieses Skript beschéftigt sich vornehmlich mit der Statik starrer Kérper. Im Abschnitt Einleitung werden
die Begriffe Statik und starrer Korper naher erlautert.

Im Abschnitt Arten von Kraften wird naher auf die beiden Arten von Kraften, namlich Volumenkraft und
Kontaktkraft, eingegangen. In den spateren Beispielen werden wir beide Arten kennenlernen.

Die Krafte bzw. Kraftvektoren, die durch einen Betrag, eine Richtung sowie einen Angriffspunkt charakter-
isiert sind, spielen eine wichtige Rolle in der Statik. Im Abschnitt Darstellung von Kraften als Vektoren
wird kurz darauf eingegangen. Viel ausfiihrlicher werden Vektoren im Anhang D behandelt.

Mehrere auf einen starren Korper wirkenden Krafte konnen zu einer einzigen Ersatzkraft zusammenge-
setzt werden, die die gleiche Wirkung auf den starren Kérper hat, wie die Summe der Teilkréfte. Im
Abschnitt Zusammensetzen von Kriaften wird erlautert, dass je nach Richtungen, Wirkungslinien und
Angriffspunkten ein unterschiedliches Vorgehen notwendig ist, um diese Ersatzkraft zu bestimmen. Eine
wichtige Eigenschaft von starren Korpern ist, dass die angreifenden Krafte entlang ihrer Wirkungslinie
verschoben werden kdnnen, ohne dass sich die Wirkung auf den starren Korper andern wiirde.

Wir kdnnen nicht nur mehrere Krafte zu eine Ersatzkraft zusammenfassen. Wir konnen auch das
Umgekehrte durchflihren, namlich eine Kraft in mehrere Teilkrafte zerlegen. Im Abschnitt Zerlegen von
Kraften wird dies besprochen. Diese Methode ist vor allem deshalb wichtig, weil so die verschiedenen
Wirkungen von Kraften getrennt werden konnen. Beispielsweise kann die Gewichtskraft in Hangabtrieb-
skraft und Normalkraft (verursacht die Reibung) aufgeteilt werden.

Der Abschnitt Drehmoment ist ein zentraler Abschnitt dieses Skripts. Wir diskutieren den Begriff
“Drehmoment” und die verschiedenen Moglichkeiten, das Drehmoment zu bestimmen: von “Kraft mal
Hebelarm” und die Rechte-Hand-Regel iber M = x F, — y F, in der 2-dimensionalen Ebene bis zum sehr
nitzlichen Vektorprodukt im 3-dimensionalen Raum. An unterschiedlichen Beispielen wie Korper mit
Drehachse, Kérper auf einem Stiitzpunkt sowie einem freien Korper wird der Begriff Drehmoment
vertieft.
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Ein weiterer zentraler Abschnitt behandelt das Gleichgewicht. Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn
die Summe aller Kréafte (Kraftegleichgewicht) und die Summe aller Drehmomente (Drehmomentgle-
ichgewicht) gleich Null sind. Dabei gibt es drei Gleichgewichtslagen: stabil, labil und indifferent. Ein
wichtiger Begriff ist auch der Schwerpunkt: Wenn ein Kérper im Schwerpunkt unterstiitzt wird, dann ist
er beziiglich der Gewichtskraft im Gleichgewicht. Weiters diskutieren wir die Standfestigkeit, d.h. wie
stabil ein Korper steht. Wir illustrieren sowohl die rechnerische als auch die experimentelle Bestimmung
des Schwerpunkts von Balken und Platten an vielen Beispielen.

Mehrere Anhdnge ergdnzen das Skript: Einige Fotos zu Experimenten, die verwendeten Quellen mit
den Querverweisen zur Physik und Mathematik Merkhilfe sowie zum Buch “Taschenbuch der Physik”
von Horst Kuchling. Zum richtigen Verstandnis der Statik sind auch einige mathematische Kenntnisse
hilfreich. Im Anhang wird deshalb auf die Winkelfunktionen und die Vektorrechnung néher eingegan-
gen. Ausserdem wird im Anhang ausfiihrlich eine spezielle experimentelle Situation besprochen: eine
Drehscheibe mit Gewichten.
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Einleitung

Dieses Kapitel behandelt die Statik (Link, Link) des starren Korpers.
Was heisst Statik tiberhaupt?

Die Statik ist ein Teilgebiet der Mechanik und behandelt ruhende und gleichmassig bewegte Kérper und
Fluide (Fliissigkeiten und Gase), bei denen sich die Krafte und Drehmomente im Gleichgewicht befinden.

Wir behandeln in diesem Kapitel jedoch nicht die anderen Statiken (Link) wie ...

- Elektrostatik, Magnetostatik, Baustatik
- Hydrostatik, Aerostatik

Diese werden teilweise spater behandelt.

Dieses Kapitel behandelt die Statik des starren Korpers (Link). Was ist ein starrer Kérper liberhaupt?

m Ein starrer Korper ist ein idealisiertes Modell eines festen Korpers, der nicht verformbar ist:
d.h. dass beliebige Punkte des Korpers trotz dusseren Kraften immer den gleichen Abstand
zueinander haben.

m Es gibt somit keinerlei Durchbiegung oder elastische Verformung. Es treten Verschiebungen
des gesamten Korpers in eine Richtung (Translation) und Drehungen (Rotation) auf.

m Der Korper kann dabei eine kontinuierliche Massenverteilung aufweisen oder ein System von
diskreten Massenpunkten sein.

m Das Konzept des starren Korpers ist inkonsistent mit den Vorhersagen der Relativitatstheorie,
da nach dem Konzept des starren Korpers stets der gesamte Korper auf Krafte und
Drehmomente gleichzeitig reagiert, was impliziert, dass ihre Wirkungen sich innerhalb des
Korpers mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten, insbesondere also schneller als mit der
Vakuumlichtgeschwindigkeit c (der gemass Relativitatstheorie hochstmoglichen
Geschwindigkeit). Bei realen Korpern breiten sie sich hingegen iiblicherweise mit der fiir den
Korper spezifischen Schallgeschwindigkeit aus, die weit unterhalb von c liegt.
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Arten von Kraften

Krafte spielen in der Mechanik eine wichtige Rolle ...
m Krafte- und Drehmomentgleichgewicht in der Statik,
= Bewegungsanderungen und Verformungen auf Grund von Kréaften in der Dynamik,
= Anregen und Abschwachen von Schwingungen.
Die Kraft ist eine vektorielle physikalische Grosse, denn sie hat auch eine Richtung.
Man unterscheidet zwischen ...
= Volumenkraft = Feldkraft (engl. body force)
m Kontaktkraft = Oberflachenkraft (engl. contact force)

Eine Feldkraft bzw. Volumenkraft ist eine Kraft, die im gesamten Inneren eines abgegrenzten Volumens
eines Korpers angreift. Diese unsichtbaren Volumenkrafte werden durch Felder wie Gravitationsfeld,
elektrisches Feld oder Magnetfeld verursacht.

Eine Kontaktkraft ist eine Kraft, bei der zwei Objekte Kontakt miteinander machen. Kontaktkrafte
kommen haufig vor und sind verantwortlich fiir die meisten sichtbaren Wechselwirkungen von
makroskopischen Korpern. Beispiele ...

= Kollision zweier Autos (kurzer Kraftstoss),
= Glas auf einem Tisch stehend (kontinuierliche Kraft),
= Reibungswiderstand beim Gleiten.

Kontaktkrafte werden zur genaueren Analyse in zwei senkrecht aufeinander stehende Komponenten
zerlegt ...

= die Normalkraft (senkrecht auf der Oberflache),
= die Parallelkraft bzw. Reibungskraft (parallel zur Oberflache).

Eigentlich machen bei der Normalkraft die beiden Korper keinen “Kontakt”. Die Abstossung erfolgt auf
Grund des Pauli-Ausschluss-Prinzips ...

m Elektronen/Fermionen kdonnen nicht den gleichen Energiezustand besetzen und die Anregung auf einen
hoheren Energiezustand wiirde viel Energie brauchen.

m Dies ist ahnlich wie bei den Neutronensternen (sind auch Fermionen), bei der die Neutronen den Kollaps
in ein schwarzes Loch verhindern.

m Interessant ist in diesem Zusammenhang der Artikel “The quantum reason behind the solidity of matter”
(11.12.2024) von Ethan Siegel (Link).

Bei der Parallelkraft wirken elektromagnetische Krafte (Adhasionskrafte und Bildung chemischer
Bindungen) sowie Krafte auf Grund der Unebenheit der beiden in Kontakt stehenden Korper.
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Darstellung von Kraften als Vektoren

Die Kraft ist durch drei Eigenschaften bestimmt: Betrag, Richtung und Angriffspunkt.
= Der Betrag der Kraft gibt die Grosse der wirkenden Kraft an.

= Die Richtung der Kraft kann durch einen Vektor oder auch durch seine Wirkungslinie und den
Richtungssinn auf ihr beschrieben werden.

= Der Angriffspunkt gibt an, wo die Kraft wirkt.
Durch Betrag und Richtung ist ein Vektor bestimmt. Bei der Analyse von Kréften spielt die Vektorrech-
nung deshalb eine wichtige Rolle (siehe auch Anhang D “Rechnen mit Vektoren”). Im Gegensatz zu freien
Vektoren (die im Raum beliebig parallel verschoben werden kdnnen) ist die Kraft an ihre Wirkungslinie
gebunden und besitzt einen Angriffspunkt.

Wie tiblich schreiben wir fiir die Kraft F mit einem Pfeil dariiber, wahren wir fiir den Betrag der Kraft F
ohne Pfeil verwenden. Beispielsweise ...

Vektoren ﬁ, f;, f;,

Betrag/Lange der Vektoren Fi, Fy, F3
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Abbildung  Verschiedene Vektorenim 2D

Der Kraftvektor F kann in seine Komponenten zerlegt werden und als Spaltenvektor geschrieben wer-
den (hierim 2D) ...

S

_ —_ FX
erx+Fyey=(F)
y

- F,undF, sind die sogenannten Komponenten des Vektors F
e,unde

- xunde, sind die Basiseinheitsvektoren des kartesischen Koordinaten-
systems
- FyundF, sind die Koordinaten des Vektors

Die Langen/Betrage dieser Vektoren kdnnen folgendermassen aus der Zeichnung bestimmt werden ...

- Bestimmung des Vektors (Spitze minus Schaft) ...

N -8 -15 7

- Frot/N = ( 3 )—( g ) _(12) 7 nach rechts (x), 12 nach oben (y)
N 2 -10 12

) Fg“”“/N'(s)_( 5 )'(o)
. 0 -7 7

- Foe/N _(—8)_(—2) _(—6) He:
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- Betrag/Lange des Vektors (mit Hilfe des Satz von Pythagoras)...
- Fot/N = Y72+122 = \/49+144 = /193 = 13.89
- Faun/N = V122407 = 4144 = 12

- Fplau/N \/(7)2+(—6)2 = 4/85 =9.22

Bei Vektoren, die parallel zur x- oder y-Achse liegen, entspricht die Lange dem Betrag der Differenz der x-
bzw. y-Werte, da die andere Komponente gleich 0 ist.
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Zusammensetzen von Kraften (Ersatzkraft)

Einleitung

Krafte sind vektorielle physikalische Grossen. Sie konnen somit als Vektoren dargestellt werden. Wenn
mehrere Kréfte gleichzeitig (mit eventuell anderen Angriffspunkten) auf einen Kérper einwirken, kénnen
die Krafte (Ausnahme: Kraftepaare) zusammengesetzt werden und durch eine einzelne resultierende
Kraft (Ersatzkraft), die an einem zu bestimmenden Angriffspunkt angreift, ersetzt werden. Diese
Ersatzkraft hat die gleiche Wirkung auf den Korper wie die Einzelkrafte zusammen.

Wichtig ist die folgende Tatsache: eine Kraft kann beim starren Korper entlang der Wirkungslinie ver-
schoben werden (und hat damit fiir einen gegebenen Drehpunkt immer das gleiche Drehmoment), ohne
dass sich die Wirkung auf den Korper andert. Die Wirkungslinie ist die Linie/Gerade, die durch den
Angriffspunkt geht und die gleiche Richtung wie der Kraftvektor hat.

Wir unterscheiden im Folgenden die folgenden verschiedenen Situationen ...

m Kréfte mit gleicher Wirkungslinie skalare Addition

m Kréfte mit gleichem Angriffspunkt vektorielle Addition

m Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten Schneiden der Wirkungslinien, dann vektorielle Addition
= Parallele Krafte Einfuhrung zweier Hilfskrafte, dann Schneiden der

Wirkungslinien, dann vektorielle Addition

m Kraftepaare

Krafte mit gleicher Wirkungslinie skalare Addition

Wenn mehrere Krafte die gleiche Wirkungslinie haben, kann die Ersatzkraft Fg durch die skalare Addi-
tion der gerichteten Betrage der Kraftvektoren ermittelt werden. Das Vorzeichen gibt die Richtung der
Ersatzkraft auf der gegebenen Wirkungslinie an. Der Ersatz-Angriffspunkt darf beliebig auf der
Wirkungslinie verschoben werden.

Flr unser Beispiel :

- F1 = (129)N F, = 10.2N
N 5
- F2 = N F2 = 51 N
1
- F3 = ( 198 ) N F3 =9.2N aber andere Richtung
10j I I - f 7
8 | et ]
6F F IS ]
ar _/ E
[ F3 -
2?/ 4
0: -
-2F ]
ol ]
—‘20 ‘ ‘ ‘ ‘ —“10 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘0 ‘ ‘ ‘ ‘ 2‘0

Abbildung:  Drei verschiedene Krafte auf der gleichen Wirkunslinie: FT, f;, ?3
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-20 -10 0 10 20

Abbildung Konstruktion des Betrags der resultierenden Ersatzkraft: Fe = F; + F, — F3.

__1?8)'\' i (fz)N

Die resultierende Kraft (rot + griin - blau) ...

NI

2 1
Fe =6.1N =(10.2+5.1-9.2) N
Krafte mit gleichem Angriffspunkt vektorielle Addition
Drei Krafte haben den gleichen Angriffspunkt.

10?‘ I I ! I f I I I I I I I I I I I I t
i B ]
ol 1
sl g 1
—10;\ i i n i I i i i i . . . . I i i i i \:
-20 -10 0 10 20

Abbildung  Drei Krafte mit dem gleichem Angriffspunkt.

Wenn mehrere Krafte den gleichen Angriffspunkt haben, kann die Ersatzkraft (bzw. Resultierende) durch
vektorielle Addition der Kraftvektoren ermittelt werden. Hier wird der Polygonzug Fi+F +F (also
rot+griintblau) dargestellt.

Y e — — — -
S5r A4 i
I Fi |
; A D >
o — ‘ ]
-10 4 i i ; i | i i i i i i i i i i i i i 3
-20 -10 0 10 20

Abbildung  Das Kraftepolygon zur Ermittlung der Ersatzkraft Fe.

Rechnerisch ergibt sich die Ersatzkraft zu ...

N — = = 2D F1X+F2X+F3X)
Fe=FRh+FR+F = (
ET T2 Fiy+Fay+Fs,
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Einige Bemerkungen ...

= Die Krafte haben alle den gleichen Angriffspunkt und diirfen eigentlich nicht verschoben werden. Zur
rechnerischen Addition ist dies aber erlaubt.

= Der Angriffspunkt von F—E ist natlirlich der gleiche wie bei den drei Kraften FT, Fj und F?,

= Ein Spezialfall dieser Konstruktion ist das Krafteparallelogramm, bei dem 2 Krafte addiert werden.

Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten Schneiden der Wirkungslinien
Wenn zwei Krafte verschiedene Angriffspunkt haben, dann wird zunachst der Schnittpunkt der beiden
Wirkungslinien bestimmt.

Die beiden Kraftvekoren werden dann an diese Stelle verschoben und kdnnen wie oben mit der vekto-
riellen Addition bestimmt werden.

s F; '/F_;/¢
a:.:‘
Abbildung Zwei Krafte mit ungleichem Angriffspunkt und ungleicher Wirkungslinie.
Parallele Krafte Hilfskraft einflihren

Bei der Zusammensetzung (Addition) von zwei parallelen Kraften ?1 und ?2 mit unterschiedlichen
Angriffspunkten P; und P, schneiden sich die beiden Wirkungslinien nicht. Der Einfachheit halber setzen
wir die Angriffspunkte auf gleicher Hohe an. Wir diirfen ja die Krafte entlang der Wirkungslinie
verschieben.

Zur Bestimmung der Ersatzkraft und des Ersatzangriffspunkt gibt es einen Trick.

Vorgehen (Trick)

Wir fiihren zusatzlich zu den beiden Kréften F, und F, die beiden Hilfskrfte H, = G und H, = -G bei den
Angriffspunkten P; bzw. P, ein. Die beiden Hilfskrafte haben den gleichen Betrag (H; = H,), jedoch einen
entgegengesetzten Richtungssinn, ihre gemeinsame Wirkungslinie liegt auf der Geraden durch die
Punkte P; und P,.

Da die beiden Hilfskrafte gleich gross sind und auf der gleichen Wirkungslinie liegen, addieren sie sich
zum Nullvektor 0 und haben somit (physikalisch) keinen Einfluss auf die Kraftesituation.
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Die beiden neuen Krfte F;'und F, ' ...
Fi'=F+G bzw. F'=FK-06

konnen entlang der (neuen) Wirkungslinien verschoben werden und ergeben jetzt einen Schnittpunkt.

7777777777 I\F1
F;

Abbildung  Schneiden der neuen Wirkungslinien.
Wir konnen zeichnerisch die Ersatzkraft fE bestimmen. Sie. ...
= hatdielange Fgr = F1 +F5,
m deren Wirkungslinie geht durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungslinien und

m ist parallel zu den Kraften f{ und f;

Abbildung  Ersatzkraft mit Wirkungslinie.

Wir kdnnen den Abstand der Wirkungslinie der Ersatzkraft Fe von den beiden Wirkungslinien der Krafte
F; und F, auch rechnerisch bestimmen mit Hilfe der folgenden Abbildung.

Der Strahlensatz liefert ...

L _h L _h
L, G und L,b G
bzw. L3G=F1L1 und LgG=F2L2
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Gleichsetzen liefert die folgende Bedingung ...

(1) FL=FRlL, bzw. % = % Hebelgesetz
2 1

Ausserdem gilt ...

(2) Li+L,=L L ist gleich dem Abstand der beiden Angriffspunkte
Aus diesen beiden Bedingungen lasst sich die Lage der neuen Wirkungslinie berechnen.

(1) Fily - FL; =0

(2)*F2 F2L1+F2L2 =F2L
Addition dieser zwei Gleichungen ergibt ...

(FL+Fy)*Lly = FL - Ly =2
Fi1+F;
analog Ly= Aoy oder Ly=L-1,
Fi+F,

Kraftepaar

Ein Kraftepaar besteht aus zwei Kraften, die ...
= antiparallel sind (d.h. sie haben einen entgegengesetzten Richtungssinn),
= und den gleichen Betrag haben.

Fiir ein Kraftepaar funktioniert der obige Trick nicht. Die neuen Wirkungslinien sind auch parallel.

Es gilt:

Ein Kraftepaar kann nicht durch eine Ersatzkraft ersetzt werden.

Die Wirkung eines Kraftepaares hangt nur von der Grosse M = F L ab.

Die Wirkung des Kraftepaares hangt nicht davon ab, wo das Kraftepaar angreift.

= Diese Grosse wird als Moment bezeichnet.

Der Drehsinn Uhrzeigersinn/Gegenuhrzeigersinn ist zu beachten.

Durch die Einflhrung eines Kréftepaares lasst sich die Wirkungslinie einer Kraft parallel verschieben.
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Zusammenfassung

Die Berechnung der Ersatzkraft und deren Wirkungslinie geschieht folgendermassen:

1) Krafte mit gleicher Wirkungslinie:

Ersatzkraft: Berechnung mittels skalarer Addition.
Das gleiche Ergebnis wiirde resultieren bei vektorieller Addition.
Wirkungslinie: Gegeben.

2) Krafte mit gleichem Angriffspunkt:

Ersatzkraft: Berechnung mittels vektorieller Addition.
Wirkungslinie: Gegeben durch den Angriffspunkt und die Richtung der berechneten Ersatzkraft.

3) Nichtparallele Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten:

Ersatzkraft: Berechnung mittels vektorieller Addition.
Wirkungslinie: Gegeben durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungslinien und die
Richtung der berechneten Ersatzkraft.

4) Parallele Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten:

Ersatzkraft: Berechnung mittels skalarer Addition (Die Krafte zeigen in die gleiche Richtung).

Angriffspunkt: Bestimmung mittels Hebelgesetz.

Wirkungslinie: Gegeben durch den Angriffspunkt und die gegebene Richtung der parallelen
Krafte.

Wenn mehrere Kréfte (nicht nur zwei wie oben) an einem starren Kérper angreifen, kanndie Ersatzkraft
und der Angriffspunkt durch wiederholtes Anwenden des obigen Vorgehens bestimmt werden.

5) Kraftepaar (d.h. zwei antiparallele Krafte mit gleichem Betrag):

Ein Kraftepaar lasst sich nicht durch eine Einzelkraft ersetzen.
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Zerlegen von Kraften

Eine Kraft kann in beliebig viele Komponenten zerlegt werden (Polygonzug). Damit konnen die ver-
schiedenen Wirkungen der Komponenten getrennt oder verdeutlicht werden ...
= Bei der Analyse der Bewegung an der geneigten Ebene wird die Gewichtskraft in die Komponente

Hangabtriebskraft und die Komponente Normalkraft (die zur Bestimmung der Reibungskraft bendtigt
wird) zerlegt. Siehe dazu im Kapitel Dynamik.

= Bei der Analyse des Drehmoments an einem starren Kérper wird die Kraft in eine Komponente parallel
zur Geraden durch die Drehachse und den Angriffspunkt und eine Komponente senkrecht dazu
aufgeteilt. Die erste Komponente zieht an der Drehachse, die zweite Komponente hat eine Drehwirkung.
Wichtig ist vor allem das Verfahren, wenn ein Vektor F (rot in der Abbildung unten) in zwei vorgegebene
Richtungen 7; und 7; (blau) aufgeteilt werden soll.

Wir zeichnen (rot strichliert) die Gerade, die parallel zur Richtung 7; und durch die Spitze des Kraftvek-
tors F verlauft, sowie die Gerade, die parallel zur Richtung 7, und durch die Spitze des Kraftvektors F
verlauft . Die Schnittpunkte dieser Geraden mit den beiden Richtungsvektoren (blau) ergeben die
gesuchte Aufteilung in die Kraftvektoren FLundF, (griin). Diese beiden Komponenten F,undF, haben
den gleichen Angriffspunkt wie die urspriingliche Kraft F.

10

-
-
-
____
_____
-
-——_
-

[e=]
T T T T T T T T

b
T O Y O

/
FIN
)

-2

L I s B B

S O S S S|
10 15

|
(9]

Abbildung  Zerlegung des roten Kraftvektors in die beiden blauen Richtungen.
Diese Aufgabe kann auch rechnerisch gel6st werden mit Hilfe (z.B) ...

= des Sinussatzes,

= der Vektorgeometrie,

= der Projektion,

= eines linearen Gleichungssystems.
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Drehmoment

Einleitung

Wir alle kennen von Spielplatzen das Spielgerat Wippe bzw. Gigampfi.

Abbildung  Wippe (Link)

Wir kennen auch die Funktionsweise - das Prinzip des Hebelarms. Um Gleichgewicht zu erzielen, miissen
auf der linken und rechten Seite 2 Kinder so platziert werden, dass das Produkt “Gewichts(kraft) mal
Abstand von der Drehachse” fiir beide gleich ist.

Wir kdnnen dies schematisch folgendermassen illustrieren. Auf der linken Seite haben wir die Gewichts-
kraft m g und den Abstand d, auf der rechten Seite die Gewichtskraft 2 m und den Abstand d/2. Beide
Produkte sind gleich gross. Wir haben Gleichgewicht.

Abbildung Gleichgewicht an einem Balken.

Der Ausdruck m g d entspricht dem sogenannten Drehmoment. Wir werden das Drehmoment im Folgen-
den etwas genauer untersuchen.
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Kraftezerlegung

Wir gehen von einem starren Korper mit Drehachse aus. Auf ihn wirken unterschiedliche Krafte.

10k 1 10l ]

_10l 1 _1oL ]
o S S S S S T o I S S S S T

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Abbildung a) Drehoment gemass Kraft mal Hebelarm: M= Fd
b) Kraftezerlegungvon F in F, und F, und 2 mal “Kraft mal Hebelarm” anwenden.
Drehmoment: M = xF, — y Fy

Das Vorzeichen des Drehmoments bzw. die Drehrichtung ist so, dass ein Drehmomentim
Gegenuhrzeigersinn positiv und eines im Uhrzeigersinn negativ ist. In obiger Zeichnung liefert
xF, wegen x >0 und F, < 0) ein (korrektes) negatives Vorzeichen fiir M
-y Fy wegen y >0 und F, > 0) ein (korrektes) negatives Vorzeichen fiir M

- (F N . . . . . . -
WennF={"*|und 7 =~ ist, so gilt also die Formel M = xF, — y F. Diese Gleichung gilt, wenn T und
Fy y /

7 in der xy-Zeichenebene liegen und die z-Achse senkrecht dazu verlauft.

Verallgemeinerung

Wir haben gesehen, dass M = x F, - y F, fiir eine Drehachse gilt. Wir kdnnen das verallgemeinern und
erhalten fiir beliebige Krafte im 3-dimensionalen Raum (fiir ein rechtshandiges kartesisches Koordinaten-
system) ...

M, yF, - zF,

Myl=1zF,-xF,

M, XFy = yFy
Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung entspricht gerade dem Vektorprodukt 7 x F (siehe
Anhang D).

Definition des Drehmoments

Wir definieren nun: Das Drehmoment M ist gegeben durch das Vektorprodukt ...

yF, - zF,
M=7xF =|zF - xF,
XFy = yFy

Dabeiist...

= 7 der Verbindungsvektor von einem (beliebig wahlbaren) Bezugspunkt zum Angriffspunkt der
Kraft und

= F ist die auf den Korper wirkende Kraft.
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Wie man aus der Definitionsgleichung sieht, ist das Drehmoment eine vektorielle physikalische Grosse
und die Einheit des Drehmoments ist gegeben durch ...
[/\_/7] = [r]*[F] = m * N = Newtonmeter = Nm
Die Lidnge bzw. der Betrag des Drehmomentvektors M berechnet sich gemass M=7xF zu..
M =r =« F % Sin[a]
wobei a der Winkel zwischen den Vektoren 7 und F ist. Der Betrag entspricht der Fliche des von den

Vektoren 7 und F aufgespannten Parallelogramms. Wie wir spater noch zeigen werden, entspricht diese
Lange auch dem Wert “Kraft mal Hebelarm”.

Die Richtung des Drehmomentvektors M berechnet sich gemass der Rechte-Hand-Regel. M steht
senkrecht auf den Vektoren 7 und F und der Richtungssinn ist gegeben durch die Rechte-Hand-Regel.
Wenn der Daumen in die Richtung von 7 und der Zeigefinger in die Richtung von F zeigt, dann zeigt der
abgespreizte Finger in die Richtung des Vektors M.
Wir haben nun zwei Methoden, um das Drehmoment auszurechnen.

1) “Kraft mal Hebelarm” und “Rechte-Hand-Regel”

2) Vektorprodukt ausrechnen

Drehmoment bei einer Drehachse

Wir illustrieren hier diese beiden Methoden fiir einen starren Korper mit Drehachse. Der Drehmomentvek-
tor hat dann nur eine Komponente parallel zur Drehachse. Die anderen Komponenten wiirden ver-
suchen, die Achse zu kippen. Dies wird jedoch durch die Befestigung verhindert. Es gilt also ...

M, = xF, - yFy My =M, =0
Die Formel zeigt auch, dass die Koordinaten z und F, in dieser Situation keine Rolle spielen.
Wir wahlen zur Illustration der Situation das Koordinatensystem nun folgendermassen ...

= die x-Achse zeigt in der Zeichenebene nach rechts

m die y-Achse zeigt in der Zeichenebene nach oben

= die z-Achse zeigt somit gemdss Rechte-Hand-Regel aus der Zeichenebene heraus.

10+ T .l
L ’ J

5 3
Abbildung Illustration zur Bestimmung des Drehmoments mit 7 = [6] mund F = [—10) N
0 0
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Methode “Kraft mal Hebelarm?”

Geometrisch kdnnen wir recht einfach den Betrag und die Richtung des Drehmomentvektors bestim-
men.

Betrag: Kraft mal Hebelarm (am einfachsten Werte aus der Zeichnung
herausmessen)
Richtung: Rechte-Hand-Regel

Rechnerisch (optional)

Wir konnen den Drehmomentvektor auch auf Grund der Angaben in der Zeichnung ausrechnen.
Der Betrag der Kraft ergibt sich gemass dem Satz des Pythagoras ...

F= \/32+ (-10)2+0%> N = 4109 N

Der Hebelarm ergibt sich mit Hilfe des rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypothenuse 7 und dem Winkel
180 ° - a und der Gegenkathete d ...

d = rSin[180°-a] = rSin[a]
Der Betrag von r ergibt sich mit Hilfe des Satz von Pythagoras ...
r=52+62+02m= 6l m

Wir brauchen noch den Winkel a. Wir erhalten ihn mit Hilfe des Skalarprodukts 7.F = r FCos[q] ...

5\( 3
6||-10
a= ArcCos[?r—'f] = ArcCos[%] = ArcCos[%] = ArcCos[— \/:2_49] = 123.495°

Alles zusammengenommen ...
M =Fd =FrSin[a] = Y109 N % Y61 m = Sin[123.495°] =68 Nm

Die Richtung ergibt sich gemass der Rechte-Hand-Regel: M zeigt in die Zeichenebene hinein.

Methode Vektorprodukt

Viel einfacher konnen wir den Drehmomentvektor mit Hilfe des Vektorprodukts ausrechnen ...

5 3 6+x0 — 0%(-10) 0
M:?xf=[6]x[—1O]Nm=[ 0%0 - 5%0 ]Nm=[ 0 ]Nm

0 0 5%(-10) - 6%3 -68
Betrag: M = 68 Nm
Richtung: Das negative Vorzeichen zeigt, dass der Drehmomentvektor in die Zeichenebene
hineinzeigt.
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Drehmoment bei einem Stutzpunkt

Bei einem weiteren interessanten Experiment wird eine ebene Scheibe so auf einen Stiitzpunkt gestellt,
dass sie im Gleichgewicht ist. Und auf diese Scheibe wird ein Gewicht gelegt. Diese Gewichtskraft kann
die Scheibe nur kippen (Drehmomentvektor ist in der Scheibenebene), nicht jedoch rotieren.

N
Jb

Abbildung  Wir schauen von oben auf die Scheibe. Die Gewichtskraft wirkt in die Zeichenebene

hinein.
rot: Ortsvektor
blau: Drehmoment

Wir kdnnen die Richtung des Drehmoments mit Hilfe der “Rechte-Hand-Regel” bestimmen. Es steht
senkrecht auf der Kraft (die nach unten zeigt), also liegt es in der Zeichenebene. Ausserdem steht es
senkrecht auf 7. Die Richtung des Drehmoments erhalten wir somit, indem wir den Ortsvektor um 90° im
Gegenuhrzeigersinn drehen. Mit der Korkenzieher-Regel stellen wir fest, dass der aufgelegte Korper (so
wie es sein soll) nach unten kippen wird.

Weiter hinten im Skript werden wir die Situation im Zusammenhang mit Gleichgewichten noch genauer
untersuchen.

Drehmoment bei einem freien Korper

Auf einen freien Korper wirke eine Kraft.

Wenn die Wirkungslinie dieser Kraft durch den Schwerpunkt geht, fiihrt dies (nur) zu einer Translations-
bgewegung des Korpers.

Wenn die Wirkungslinie dieser Kraft nicht durch den Schwerpunkt geht, fiihrt dies sowohl zu einer

Translation als auch zu einer Rotation des Korpers.

Wir haben friiher schon gelernt, dass der Angriffspunkt einer Kraft entlang der Wirkungslinie verschoben
werden kann, ohne dass sich die Wirkung auf den starren Kérper andert.

Wir kdnnen auch die Wirkungslinie einer Kraft parallel verschieben. Dies kreiert aber gleichzeitig ein
Drehmoment. Dies geschieht folgendermassen ...

= Wirwahlen eine zur ersten Wirkungslinie parallele Wirkungslinie. Sie muss nicht durch den Schwerpunkt
gehen.

= Wir konstruieren auf dieser Wirkungslinie zwei Kréfte. Sie haben entgegengesetzte Richtung und den
gleichen Betrag wie die urspriingliche Kraft.

= Diese beiden Krafte haben physikalisch keine Wirkung. Sie entfalten jedoch eine Bedeutung in Kombination
mit der urspriinglichen Kraft.

= Wir haben nun ein Kraftepaar (blau) und eine Einzelkraft (griin).
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= Die Einzelkraft (griin) ist fiir die Translation verantwortlich.
= Das Kraftepaar hat ein Drehmoment M = F d, wobei d der Abstand der beiden Wirkungslinien ist.

= Dieses Kraftepaar sorgt fiir eine Drehung.

Tl
i

Abbildung a) Kraft aufeinen freien Korper
b) Einfiihren von F und -F auf einer parallelen Wirkungslinie

Die Statik beschaftigt sich mit stationdren Situationen. Um Gleichgewicht zu haben, muss die Summe
aller Krafte und die Summe aller Drehmomente gleich 0 sein. Der Bewegungszustand des freien Korpers
andert sich in diesem Falle nicht. Dieser Fall ist deshalb uninteressant und wir werden ihn im Rahmen
der Statik nicht weiter verfolgen.
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Gleichgewicht

Gleichgewichtsbedingungen

Wenn eine Kraft auf einen starren Korper wirkt, dann kann dies sowohl zu einer Verschiebung (Transla-
tion) als auch zu einer Drehung (Rotation) flihren. Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn die Summe aller
Kréfte F und die Summe aller Drehmomente M gleich 0 ist. Das heisst (kurz und pragnant mit dem
Summationszeichen X geschrieben) ...

F=3y,F=0 Kraftegleichgewicht

—_

M =30 M =5, ixF =0 Drehmomentgleichgewicht
Dies sind zwei Vektorgleichungen bzw. sechs mit Koordinaten geschriebene Gleichungen. Mit sechs
Gleichungen kdnnen sechs Unbekannte bestimmt werden.
Fiir Krafte in einer Ebene (d.h. F, = 0) gibt es drei Gleichgewichtsbedingungen ...
ShiFxi = 2L FiCos[g] = 0 Kréftegleichgewicht in x-Richtung
i1 Fyi = 21 FiSin[g] = 0 Kraftegleichgewicht in y-Richtung

j=

ShaMy =30 Fili =3, FiriSinla] =0 Drehmomentgleichgewicht

F.:
Dabei gilt fiir den i-ten Kraftvektor ( FX" ):
)2

- @ ist der Winkel zwischen der x-Achse und dem Kraftvektor F;

- ryistder Betrag des Ortsvektors 7; vom Drehzentrum zum Angriffspunkt des Kraftvek-
tors F;

- a; ist der Winkel zwischen dem Ortsvektor 7; und dem Kraftvektor f,-

- ljistder Hebelarm bzw. der Abstand der Wirkungslinie der Kraft vom Drehzentrum

Mit diesen drei Koordinatengleichungen kdnnen drei Unbekannte bestimmt werden.

Schwerpunkt

Die Gravitationskraft ist eine Volumenkraft und wirkt auf alle Teile des starren Kérpers. Wenn jeder Teil
des Korpers die Masse m; und demzufoge die Gewichtskraft F; = m; g hat, erfahrt der starre Korper die
folgende totale Gewichtskraft ...

i Fi=3limig
Der Schwerpunkt eines starren Korpers ist der Angriffspunkt der Ersatzkraft fiir alle diese Teilgewichts-
krafte. Der Schwerpunkt kann sowohl experimentell als auch rechnerisch bestimmt werden und kann
auch ausserhalb des Korpers liegen.

Rechnerische Bestimmung

Wir verwenden den Momentensatz. Danach muss (fiir den Schwerpunkt) beziiglich jeder Raumachse (x, y
und z) das von der Gewichtskraft m g des Korpers erzeugte Drehmoment gleich der Summer der Drehmo-

Xi

mente aller Teilgewichtskréfte (die an der Position 7; = (y,-] angreifen und den Betrag F = m; g haben)
Zj

sein.

21/ 56



Skript - Statik.nb

Mit der Bezeichnung m fiir die Gesamtmasse (fuir die 3, m; = m gilt) folgt ...

x-Achse Xsmg =3l x;m;ig Xs = 3 %
y-Achse ysmg =%l yimig Vs = T %
z-Achse zsmg = 3,Zz;m;g zs =37, %

Fiir konstante Dichte p ergibt sich daraus mit m; = pV; und m = pV flr einen homogenen Korper (die
Dichte p kann gekiirzt werden) ...
i Vi i Vi i Vi
Xs = /nzlx_‘)/ YS=ZU:1'V_V ZS=ZU:1%
und fiir eine homogene Flache A mit den Teilflachen 4; ...
i Aj i Aj i Aj
XS=Z/(’:1X_A y$=211y—A ZS=ZU:1ZT
und flir eine homogene Linie der Lange [ mit den Teillangen [; ...
il; il; il;
Xs=Zf7=1X—, ys=2?=1y_, ZS=Z?=12_,

Bemerkung: Diese Gleichungen kénnen fiir kompliziertere Gebilde zu Integralen erweitert werden.

Experimentelle Bestimmung (flir Drehachse und Stab)

Es gibt mehrere Moglichkeiten, den Schwerpunkt eines Stabs zu bestimmen:
= Fiir einen homogenen Stab liegt der Schwerpunkt in der Mitte des Stabs.

= Probieren: Stab auf einem schmalen Balkenso positionieren, bis er nicht mehr kippt.

Experimentelle Bestimmung (fiir Stutzpunkt und Platte/ebene Flache)

Es gibt mehrere Moglichkeiten, den Schwerpunkt einer Platte zu bestimmen:
= Probieren: Platte auf einem Stiitzpunkt positionieren, bis sie nicht mehr kippt.
= Platte an zwei Punkten aufhangen. Der Schnittpunkt der beiden Lote ergibt den Schwerpunkt.

m Schieben der Platte liber die Tischkante. Sobald die Platte zu kippen beginnt, wird eine Linie gezogen.
Der Schnittpunkt dieser Linie mit einer auf gleiche Weise erstellten zweiten Linie ergibt den
Schwerpunkt.

m Rechteck: der Schwerpunkt ist aus Symmetriegriinden im Schnittpunkt der beiden Diagonalen.
m Dreieck: der Schwerpunkt ist im Schnittpunkt von zwei Seitenhalbierenden.

= Vieleck: das Vieleck kann in Dreiecke eingeteilt werden. Dann wird der Schwerpunkt jedes Dreiecks
bestimmt (Seitenhalbierende schneiden). Der Schwerpunkt zweier Dreiecke liegt entlang der
Verbindungslinie der separaten Schwerpunkte. Die Position darauf wird mittels Momentensatz ihrer
Flachen (1 A; = |, A;) bestimmt. Dieses Verfahren wird fiir die weiteren Dreiecke wiederholt.

Gleichgewichtsarten

Wir unterscheiden drei Gleichgewichtsarten: stabil, labil und indifferent.

Stabiles Gleichgewicht

Der Korper befindet sich in einer stabilen Lage, wenn ...
m sich sein Schwerpunkt erh6ht bzw.
m er sich zur Gleichgewichtslage zuriickbewegt,

wenn er ein wenig von der Gleichgewichtslage wegbewegt wird.
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Labiles Gleichgewicht

Der Korper befindet sich in einer labilen Lage, wenn ...
= sich sein Schwerpunkt erniedrigt bzw.
m er sich von der Gleichgewichtslage weiter entfernt,

wenn er ein wenig von der Gleichgewichtslage wegbewegt wird.

Indifferentes Gleichgewicht

Der Korper befindet sich in einer indifferenten Lage, wenn ...
= sein Schwerpunkt auf gleicher Hohe verbleibt bzw.
= an der neuen Stelle liegen bleibt,

wenn er ein wenig von der Gleichgewichtslage wegbewegt wird.

Beispiele
E E A E
i &0
> x> >
Abbildung Verschiedene Gleichgewichtsarten (Link). Von links: stabil, labil, indifferent.
i
Abbildung Verschiedene Gleichgewichtsarten (Link). Von links: stabil, labil, indifferent.
Standfestigkeit

Ein Korper kann um eine Kante gekippt werden. Wie stabil ist seine Lage?
Ein Mass dafiir ist das Kippmoment M, das zum Kippen des Korpers erforderlich ist. Wenn das Kippmo-
ment ...

m kleiner als das Standmoment Mg ist, ist die Lage stabil,

m gleich gross wie das Standmoment ist, ist die Lage labil,

m grosser als das Standmoment ist, dann wird der Korper kippen bzw. sich um die Kante drehen.

Das Standmoment Mg ist dabei das Drehmoment Fy * [, das Produkt aus der auf die Grundflache wirk-
enden Normalkraft und dem Hebelarm (senkrechter Abstand des Lots durch den Schwerpunkt von der
Kippkante). Der Kérper wird kippen, wenn die Summe der Krafte nicht durch die Standflache verlauft.
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Abbildung  Es wirken sowohl die vertikale Gewichtskraft des Korpers als auch die horizontale
Kippkraft. Die Kippkante ist in griin eingezeichnet.
Links: Der Korper wird kippen, da M > Ms (obwohl die Kréfte gleich gross sind).
Rechts: Der Korper steht stabil, denn My < Ms.

Ein Korper kann auch ohne eine dussere Kraft kippen. In der folgenden Abbildung wird das Kippmoment
durch die Hangabtriebskraft und das Standmoment durch die Normalkraft bestimmt.

Fy
Fy

Fn

Fn

Abbildung  Der Korper wird kippen, wenn das Lot durch den Schwerpunkt nicht durch die
Standflache geht. Der griine Punkt ist die Kippkante.
Je nach der Grosse der Haftreibung, wird der Korper gleiten bevor er kippt.

Beispiele fur Gleichgewicht im 2D

Drei Gewichte an zwei Rollen

Abbildung Drei Gewichte an zwei Rollen (Gross et al., 2013)

Wir haben Gleichgewicht, wenn die folgenden Gleichungen erfiillt sind.
horizontal: Fy = =G; Cos[a;] + G, Cos[a,] = 0
vertikal: F, = G1Sin[a;] + G, Sin[a,] - G3 =0

Mit diesen zwei Gleichungen lassen sich bei gegebenen Gewichten die beiden unbekannten Winkel a;
und a; (in rot) bestimmen.

Auch die Gleichgewichtsbedingung fiir das Drehmoment ist erfiillt. Zur Angabe des Drehmoments
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konnen wir den Drehpunkt beliebig wahlen. Fiir A ist das Drehmoment gleich 0, da alle Wirkungslinien
den Abstand 0 vom Drehpunkt haben.

Rotation um A: MA =0

Ein Gewicht an zwei Staben

Im Folgenden sollen die beiden Stabkrafte S; und S, der gelenkig miteinander verbundenen und an der
Wand befestigten Stabe, die durch ein Gewicht belastet sind, bestimmt werden (Gross et al., 2013).

A y
N1 I S
a1 S1 a1
S92 C
(65) C C ’ T
2 . Sy @2
B ay Gy

Abbildung  Links:  Situation
Mitte:  Wirkungslinien
Rechts: Krafte im Koordinatensystem

Fiir Gleichgewicht haben wir die folgenden Gleichungen ...
horizontal: Fy = =S; Sin[a] - S, Sin[ay] = 0
vertikal: F, = S; Cos[ay] - S, Cos[ay] - G =0
Mit diesen zwei Gleichungen lassen sich die beiden Unbekannten S; und S, bestimmen.

Da alle Wirkungslinien in einem Punkt (C) zusammenlaufen, ist das Drehmoment gleich 0.

Balken auf einem Lager

Wo muss der (gewichtslose) Balken durch das Lager unterstiitzt werden, so dass wir Gleichgewicht
haben? (Gross et al., 2013)

Fy ‘FQ I Iy

|
A, | 0 .TA
l | -

Abbildung  Links Balken mit Stiitze
Rechts Eingezeichnete Haltekraft A

Fiir Gleichgewicht haben wir die folgenden Gleichungen ...

vertikal: F,=A,-F-F,=0
horizontal: F,=A,+0+0=0
Rotation: MO = —F1%0 - Fy*[+A,xa=0

Damit lassen sich die drei Unbekannten A,, A, und a bestimmen.
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Starrer Korper mit Drehachse und parallelen Kraften

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Situation bei einem starren Korper mit Drehachse. Ein starrer
Korper mit einer Drehachse wird auch als Hebel bezeichnet. Eine Kraft kann hier nur eine Rotation um
die gegebene Drehachse bewirken.

Wir untersuchen die folgende experimentelle Situation. Alle Krafte zeigen in die gleiche Richtung (wie
zum Beispiel bei der Gewichtskraft).

Abbildung  Drehscheibe mit aufgehangten Gewichten.
Wann herrscht in dieser Situation ein Gleichgewicht?

Wir miissen hier nur die Drehmomente untersuchen, da die Drehachse nicht verschoben werden kann
und die Krafte durch die fixierte Drehachse kompensiert werden.
Wir wissen, dass sich das Drehmoment einer einzelnen Masse gemass ...
M=T7xF
berechnen lasst. Wir wahlen ein rechtsandiges kartesisches Koordinatensystem ...

- die x-Achse verlauft in der Zeichenebene nach rechts,
- die y-Achse verlauft in der Zeichenebene nach oben,
- die z-Achse verlauft aus der Zeichenebene heraus.

Auf Grund unserer experimentellen Situation ergibt sich ...

X
T = y] die z-Koordinate ist O fiir die Scheibenebene
0
0
F = —F] die Kraft wirkt nur nach unten (-y)
0

Damit ergibt sich fir das Drehmoment ...

X 0 0
0 0 -xXF

Das Drehmoment zeigt in Richtung der z-Achse und der Betrag ist gleich | x F | . Das heisst ...

Drehmoment = Kraft mal Hebelarm
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Falls x positiv (auf der rechten Seite der Drehachse) ist, ist —x F negativ ist, und das Drehmoment zeigt in
die Zeichenebene hinein . Wir sprechen von ...

= einem negativen Drehmoment: es zeigt in die negative z-Richtung und die Anderung des Drehwinkels
der Scheibe ist negativ (A@ < 0) bzw.

= einem rechtsdrehenden Drehmoment: die resultierende Kreisbahn eines Punktes auf der Scheibe hat
eine Richtungsablenkung nach rechts bzw.

= einer Winkelbeschleunigung im Uhrzeigersinn.

= Wir kdnnen hier auch die Korkenzieher-Regel (bzw. Rechte-Faust-Regel) illustrieren. Wenn wir den
Korkenzieher auf der Drehachse in die Drehrichtung der beschleunigten Masse bewegen, bewegt er sich
in die Richtung des Drehmoments (in diesem Fall also in die Zeichenebene hinein).

Im andern Fall (x negativ) spricht man von positivem und linksdrehendem Drehmoment sowie einer
Winkelbeschleunigung im Gegenuhrzeigersinn.

Einige Beispiele sollen das Besprochene vertiefen. Wir haben gesehen, dass das Drehmoment nicht von
y abhangt (die Krafte konnen entlang ihrer Wirkungslinie verschoben werden) und reduzieren deshalb
die Scheibe auf einen Balken (alle y sind gleich).

Beispiel 1

Wir haben hier Gleichgewicht, weil die Masse links zu einem positiven Drehmoment und die Masse rechts
zu einem negativen Drehmoment filhrt und die Betrage der Drehmomente beide gleich m g d sind. Die
Summe ist also 0. Somit ...

Linksdrehendes Drehmoment = Rechtsdrehendes Drehmoment

Beispiel 2

Wir haben hier Gleichgewicht, weil die Masse links zu einem positiven Drehmoment und die Masse rechts
zu einem negativen Drehmoment fiihrt und die Betrage der Drehmomente gleich sind ...

mgd=2mgg
Linksdrehendes Drehmoment = Rechtsdrehendes Drehmoment
Es gilt allgemein: Wir haben Gleichgewicht, falls ...

myd; = myd, Hebelgesetz
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Beispiel 3

Die Masse links fiihrt zu einem positiven Drehmoment, und die Kraft links nach oben fiihrt zu einem
negativen Drehmoment. Wir haben hier Gleichgewicht, wenn die Betrage der Drehmomente gleich sind ...

mlgd1=Fd2

Fiir Interessierte ist eine noch ausfiihrlichere Untersuchung dieser Situationen im Anhang E
“Drehscheibe mit Gewichten” gegeben.

Starrer Korper mit Drehachse

Im vorigen Abschnitt haben wir nur Gewichtskrafte (bzw. Kréfte, die alle in die gleiche Richtung gezeigt
haben) untersucht.

Hier untersuchen wir nun den allgemeinen Fall eines starren Korpers mit Drehachse, bei dem die Kréfte
in beliebige Richtungen zeigen konnen.

Abbildung  Drehscheibe. Die Kréafte zeigen in unterschiedliche Richtungen.

Wir wahlen ein kartesisches Koordinatensystem (x nach rechts, y nach oben, z aus der Zeichenebene
heraus).

Wenn eine (beliebige) Kraft F im Abstand 7 (der Koordinatenursprung sei beliebig auf der Drehachse
gewahlt) angreift, fuhrt dies auf das folgende Drehmoment ...

X Fy yF,-zF,

M:?‘xf:[y]x Fyl=|zx,-xF,

V4 F, XFy=yFy
Da die Drehachse ortsfest ist und der Kérper nur um die Drehachse drehen kann, haben M, und M, sowie
F, keine Wirkung auf den drehbaren Korper. Die feste Drehachse kann nicht gekippt/verschoben werden

und wirkt dieser Kraft und diesen Drehmomenten entgegen. Es muss folglich nur M, beriicksichtigt
werden.
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M=

0
0 ] bzw. auch M, = xF,-yFy
XFy—=yFy

Die z-Koordinate des Drehmoments x F,, - y F, entspricht (wie Ublich beim Vektorprodukt) der orien-

Fx

Fy
d.h. M, = rFSin[a] = F * (r Sin[a])
mit  F= \FEeFS

a Winkel zwischen 7 und F

tierten Flache des von (;) und ( ) aufgespannten Parallelogramms.

Da fiir den eingezeichneten Winkel B gilt ...
B =180° - (180°-a)-90° = a - 90°
und Cos[B] = Cos[a-90°] = Sin[a]
folgt, dass r Sin[a] auch dem Hebelarm, d.h. dem Abstand der Drehachse von der Wirkungslinie der Kraft
entspricht.
Wir kdnnen also auch hier formulieren ...

Das Drehmoment entspricht dem Produkt aus Kraft und Hebelarm.

Korper mit einem Stitzpunktim 3D

In diesem Abschnitt untersuchen wir die (im Vergleich zum letzten Abschnitt) allgemeinere Situation, bei
der eine ebene Scheibe auf einen Stiitzpunkt gestellt wird, so dass sie im Gleichgewicht ist. Und auf
diese Scheibe werden Gewichte verschiedener Massen gelegt. Diese Gewichtskrafte kdnnen nur Rotatio-
nen um Drehachsen in der horizontalen Ebene bewirken.

v

Abbildung  Blick von oben auf verschiedene Massen auf einer im Schwerpunkt unterstiitzten Scheibe.

Wir wahlen ein kartesisches Koordinatensystem (x nach rechts, y nach oben, zaus der Zeichenebene
heraus).

Wir schauen von oben auf die (ohne Gewichte) ausbalancierte Scheibe. Die Richtung der Gewichtskréfte
zeigt somit in die Zeichenebene hinein (negative z-Richtung).
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Wir stellen fest ...

X 0 -ymg -y
M:?xf:[y]x[ 0 ]:[xmg]:mg[x]
0 -mg 0 0

dass der Drehomentvektor in der Zeichenebene / Scheibe liegt. Die Richtung des griinen Drehmo-
mentvektors wird bestimmt, indem von 7 aus um 90° im Gegenuhrzeigersinn gedreht wird (vgl. Kip-
pregelin der Mathematik).

Dies konnten wir auch mit Hilfe der Rechte-Hand-Regel herausfinden. Der Drehmomentvektor steht
senkrecht auf F (also in der Zeichenebene) und senkrecht auf 7. Der Betrag des Drehmoments betrégt
mg \x2+y? = mgr,istalso wieder gleich “Kraft mal Hebelarm”.

Die Korkenzieher-Regel, angewendet auf den griinen Drehmomentvektor, ergibt auch die korrekte Art
und Weise, wie die Scheibe zu kippen beginnt.

Analog kdnnen wir die Drehmomente fiir die anderen Massenstiicke herausfinden und dann diese
Drehmomentvektoren vektoriell addieren, um den Ersatz-Drehmomentvektor fiir alle Gewichte zu
bestimmen. Fiir Gleichgewicht ist dieser Ersatzvektor gleich 0.
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Anhang
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Anhang A Experimente

Drehmoment

&

ot

Abbildung  In welche Richtung bewegt sich die obere bzw. die untere Fadenspule,
wenn daran gezogen wird?

Gleichgewicht

Abbildung  Stabiles Gleichgewicht

Die Korper sind stabil, solange der Schwerpunkt unterhalb des Kontaktpunktes liegt.

Drei Massen my (links), m, (rechts) und mj (in der Mitte) hangen an zwei festen Rollen, die sich auf
gleicher Hohe befinden.

Abbildung  Drei Massen an zwei festen Rollen.
Wir haben Gleichgewicht, wenn f{ +f£ + f; = 0. Die Winkel stellen sich
dementsprechend ein.
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Schwerpunkt und Gleichgewicht

Abbildung  Einige Korper zur Bestimmung des Schwerpunkts.

Links Unformige Platte. Schwerpunktsbestimmung mittels Probieren.
Mitte: Dreiecksflache. Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden liefert den Schwerpunkt.
Rechts: oben: Der Schwerpunkt kann auch ausserhalb des Korpers liegen.

Taschenbuch der

Abbildung  Buch lber Tischkante

Das Buch liegt stabil, obwohl 3/4 der Flache im Freien hangen. Dies ist darauf zuriickzuflihren, dass das
Lot des Schwerpunkts durch die Tischflache geht.

Rotation um eine horizontale Drehachse und Gleichgewicht

Abbildung  Balken auf Stiitze

Mit diesem einfachen Experiment lassen sich einige Sachverhalte illustrieren ...
= Solange der Schwerpunkt des Balkens liber der Standflache liegt, ist der Balken stabil.
= An diesem Balken kann das Hebelgesetz erlautert werden.

= An diesem Balken kann das Drehmoment und die Rechte-Hand-Regel erlautert werden.
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Rotation um einen Stutzpunkt und Gleichgewicht

Abbildung links: Sicht auf die unformige Platte von oben.
rechts:  Stabile Lage.

Abbildung links: Sicht auf die dreieckige Platte von oben.
rechts:  Stabile Lage.

Durch Auflegen von Gewichtsstiicken kann der Drehmomentvektor und die Rechte-Hand-Regel veran-
schaulicht werden.

Drehmomentgleichgewicht

Eine Drehscheibe werde an einer horizontalen Drehachse aufgehangt.

Abbildung  Drehmomentgleichgewicht bei verschiedenen Gewichten.

Siehe auch AnhangE.
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Anhang B Quellen

Einige interessante Aspekte zur Statik konnen auf Wikipedia gefunden werden. Die entsprechenden
Links sind im Text integriert.

Hilfreich sind auch die Ausfiihrungen im Kuchling und in den beiden Merkhilfen zur Physik bzw. Mathe-
matik. Um sich schnellstmoglich ein Bild zu machen, wo die fiir das Kapitel “Statik” sowie “Winkelfunktio-
nen” und “Vektoren” relevanten Themen im Kuchling und in den beiden Merkhilfen gefunden werden
konnen, ist in diesem Anhang eine detaillierte Auflistung gegeben.

Ausserdem kann zur Vertiefung der Vektorrechnung auch das Skript “Kapitel 14 Vektoren.pdf” konsul-
tiert werden.

Links auf Websites und Buch

Wikipedia wurde zur Erstellung dieses Skripts stark benutzt.

Fir die meisten verwendeten Quellen wurden die Links im Kapiteltext direkt integriert. Damit kdnnen
die Informationen sehr schnell aufgerufen und als Hintergrundinformation gelesen werden.

Weitere Quellen:

- Johannes Wandinger, Hochschule Miinchen (Link)
- Gross, Hauger, Schroder et Wall, “Technische Mechanik 1 - Statik”, 2013 (12. Auflage)

H. Kuchling, “Taschenbuch der Physik”, 2022 (22. Auflage), 714 Seiten

Die fiir das Kapitel “Statik” relevanten Abschnitte sind die Kapitel 1 und 5.

1. Physikalische Grossen
1.7 Rechnen mit vektoriellen Grossen Seiten 32 - 35

5. Statik des starren Korpers Seiten 58 - 70
5.1 Zusammensetzen von Kraften
5.1.1 Krafte mit gleicher Wirkungslinie
5.1.2 Krafte mit gleichem Angriffspunkt
5.1.3 Krafte mit verschiedenen Angriffspunkten
5.14 Parallele Krafte
5.2 Zerlegen von Kraften
5.3 Drehmoment
5.4 Gleichgewichtsbedingungen
5.5 spater! Einfache Maschinen (Hebel, Feste Rolle, Lose Rolle, Flaschenzug,
Differenzialflaschenzug, Geneigte Ebene, Keil, Schraube)
5.6 Gleichgewicht
5.6.1 Schwerpunkt (Massenmittelpunkt)
5.6.2 Gleichgewichtsarten
5.6.3 Standfestigkeit

N. Marxer, “Physik Merkhilfe”, 2019, 55 Seiten

Auf den folgenden Seiten kdnnen die relevanten Inhalte zum Kapitel “Statik” gefunden werden ...

Seite 4 Kraft und Drehmoment
Seite 5 Gleichgewicht

Anhang Mathematik fiir die Physik
Seite 50 Winkelfunktionen
Seite 51 Vektoren
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Seite 51 Kartesische und Polarkoordinaten
Seite 54 Winkelfunktionen

N. Marxer, “Mathematik Merkhilfe” , 2019, 32 Seiten

Auf den folgenden Seiten konnen die relevanten Inhalte zum Kapitel “Statik” gefunden werden ...

Seite 3 Winkel, Winkelfunktionen ...
Seite 4 Vektoren
Seite 4 Kartesische und Polarkoordinaten

36/ 56



Skript - Statik.nb

Anhang C Winkelfunktionen: Cosinus, Sinus, Tangens

Einleitung

In diesem Anhang behandeln wir die Winkelfunktionen. Sie haben unterschiedliche Namen, weil sie
Anwendungen in verschiedenen Gebieten ermdglichen. Beispielsweise ...

= Winkelfunktionen weil die Funktionen auf Winkel angewendet werden z.B. Sin[¢].

= Trigonometrische Funktionen weil sie bei Dreiecksberechnungen eingesetzt werden (Sinussatz,
Cosinussatz).

= Kreisfunktionen weil die Definition an Hand des Einheitskreises erfolgt und sie zur
Beschreibung von Kreisbewegungen geeignet sind.

Einheiten fir Winkel

Wir haben schon im Skript “Physikalische Grossen und Einheiten” verschiedene Einheiten fiir Winkel
kennengelernt. In Physik und Mathematik werden die Winkel meistens in rad angegeben, in der Geome-
trie meistens in Grad (°). Wir kdnnen mit Hilfe der Methode “Multiplikation mit 1” folgendermassen
zwischen den verschiedenen Einheiten umrechnen ...

2 rrrad entspricht einer vollen Umrehung.

1 2mrad mrad 2mrad  _ 2mrad
T 360° 180° ~ 400gon _ 1Umdrehung

Definition der Winkelfunktionen

Die folgende Abbildung dient zur lllustration der Defintion der Winkelfunktionen.
y

A

Abbildung  Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis

= Der Punkt P liege auf dem Einheitskreis (das ist ein Kreis mit Radius 1) mit dem Mittelpunktim
Koordinatenursprung {0, 0}.

= Die Gerade g und die horizontale x-Achse schliessen einen Winkel ¢ ein. Die Winkel werden von der
x-Achse aus im Gegenuhrzeigersinn gemessen.

= Der Winkel (in rad) ist per Definition das Verhéltnis der Bogenlange b zum Radius r: =5

r

= Die Cosinusfunktion Cos[¢] ist durch die x-Koordinate des Punkts P gegeben: Cos[¢] = x

= Die Sinusfunktion Sin[¢] ist durch die y-Koordinate des Punkts P gegeben: Sin[g] = y
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= Die Tangensfunktion Tan[¢] ist durch das Verhaltnis der beiden Koordinaten gegeben:

_ Sinlel _ ¥y
Tan[w] - Cos[g] T x

m Das heisst, dass (auf Grund des Strahlensatzes) in jedem rechtwinkligen Dreieck gilt:

Sinlgl = SRR cosol = gt Tanle = S
Auf Grund der Definition am Einheitskreis ergibt sich fiir spezielle Winkel ¢...
m@p=0rad = 0° Cos[0°]=1 Sin[0°]=0 Tan[0°]=0
m @p=7y7/2rad = 90° Cos[90°]=0 Sin[90°]=1 Tan[90 °] =
m @=yrrad = 180° Cos[180°]=-1 Sin[180°]=0 Tan[180°]=0
= p=3/27rad = 270° Cos[270°]=0 Sin[270°]=-1 Tan[270°] = —eo

= Die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus haben die Periode 27rrad (360°). Fiir Winkel grésser als 27rrad
(oder kleiner als 0 rad, wenn wir im Uhrzeigersinn rotieren) haben wir den gleichen Kurvenverlauf: Diese
Winkelfunktionen sind periodisch.
Wir kdnnten die weiteren Werte aus der Zeichnung des Einheitskreises mit einem Geodreieck herausle-
sen. Wir kdnnen auch mit Hilfe von Dreieckskonstruktionen und dem Satz des Pythagoras die Werte der
Cosinus- und Sinusfunktion fiir einfache Winkel ausrechnen.

Die Funktionswerte der Sinus und Cosinus-Funktion kénnen den folgenden Funktionsgraphen entnom-
men werden ...

-0.5

1=

Abbildung  Sinusfunktion Cosinusfunktion

Wir sehen, ...
m dass die Werte der Sinus- und des Cosinusfunktion zwischen den Werten -1 und +1 hin- und herpendeln.
= wenn wir die Sinusfunktion um 71/2 rad (bzw. 90°) nach links schieben, erhalten wir die Cosinusfunktion.
= dass die Cosinus- und Sinusfunktionen viele weitere Symmetrieeigenschaften erfiillen.

m Es wiirde somit ausreichen, die Sinuswerte zwischen 0 und 71/2 rad zu kennen, um alle weiteren Werte zu
bestimmen.

Arten von Winkelfunktionen

Die gebrauchlichsten Winkelfunktionen sind die folgenden drei sowie ihre Umkehrfunktionen ...

Winkelfunktionen } Umkehrfunktionen

- Cosinus cos ! - ArcusCosinus arccos  (cos™)
- Sinus sin | - ArcusSinus arcsin  (sin™)
- Tangens tan } - ArcusTangens arctan (tan‘l)

Die Bezeichnung der Umkehrfunktion durch cos™ /sin™! /tan™" ist nicht eindeutig. Beispielsweise weiss
man bei cos™* nicht, ob damit die Funktion arccos oder die Funktion c—is gemeint ist. Bei den meisten

Taschenrechner wird jedoch diese (kiirzere) Schreibweise verwendet.
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Die Umkehrfunktionen werden verwendet, um Gleichungen wie ...

sin(gp) = 0.5
nach @ aufzuldsen, denn arcsin macht die sin Funktion riickgéangig. Da die Sinus- und Cosinus-Funktion
nur Werte zwischen -1 und +1 liefern, kann deren Umkehrfunktion nur auf Argumente zwischen -1 und +1
angewendet werden. ArcSin[2] ist nicht definiert.

Wir wenden arcsin auf beiden Seiten der obigen Gleichung an und erhalten ...

Linke Seite arcsin (sin(@)) = ¢
Rechte Seite arcsin(0.5) = 30° gemass Taschenrechner

Auf Grund der Periodizitat und Symmetrieeigenschaften gibt es jedoch nicht nur diese Losung, sondern

oo Viele weitere.

Abbildung  Die Gleichung Sin[¢] = 0.5 hat unendlich viele Lésungen.

Alle weiteren Losungen konnen jedoch aus der Fundamentallésung ArcSin[0.5] bestimmt werden ...
@; = ArcSin[0.5] + k*2 7T k=-o0 ..
@; = 1t=ArcSin[0.5]+ k*2 7T k=-00 ...+ 00

Wichtig ist auch noch die Tangensfunktion. Deren Funktionsgraph sieht folgendermassen aus (Zusatzlich
sind auch die « vielen Lésungen fiir die Gleichung Tan[¢] = 0.5 eingetragen.)...

Abbildung  Die Tangens Funktion hat eine Periode von 7.
Die oo vielen Losungen fiir Tan[¢] = 0.5sind @ = ArcTan[0.5] +k7m  k=-o0 ...c0
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Um bei gewissen Formeln eine einfachere Darstellung zu haben, werden einige weitere Winkelfunktio-
nen verwendet ...

- Cosecans csc csc=1/sin
- Secans sec sec=1/cos
- Cotangens cot cot = 1/tan

Wir beschranken uns in dieser Vortragsreihe auf die wichtigsten drei: Sin, Cos und Tan.

Die sechs erwahnten Winkelfunktionen sind miteinander verkniipft. Wie man aus fogender Tabelle sieht,
wirde es ausreichen, nur die Funktion sin zu verwenden, da alle andern durch diese ausgedriickt wer-
den konnen.

in terms of sin @ cscl cos sec tan cot @
1 . sec2 0 — 1 tan @ 1
sinf = sin 6 ++/1 — cos® @ v — - : 2
’ cscd cos ' sec @ V1 + tan® @ V14 cot? 6
1 1 secd 1+ tan* 0 y
scfh = sc 6 1 == V g / ¥)
¢ sin o5 V1 —cos? 0 Vsec? 6 — 1 = tan 0 AR
. /csc2 0 — 1 1 cot @
cosf = | ++/1—sin’0 |+ L‘H cos 6 —_— t 5 X =
cscl sec V1 + tan® @ V1+ cot? 6
1 cscf 1 /m
sec = |+ = | —_ sec 6 +/1+tan’f | YT 7
V1 - sin? 6@ Vese2 6 — 1 cos ) = + cotd
sin 6 1 2 1
tanf = | £ — | = . Gl +y/sec® 6 -1 tan 6 —
V1 —sin® 0 Viese2 6 — 1 cos @ cot 0
/1 — sin? 6 . cos & 1 1
cotf = N "YUy esto—1 | E t —_— cot f
) © sinf e V1—cos?0 | +/sec?f—1 tan 6
Abbildung Die Winkelfunktionen kénnen alle auf die Funktion sin (oder eine andere)

zurlickgefiihrt werden. (Link)

Ausserdem wiirde es bei der Funktion sin ausreichen, nur die Funktionswerte im Bereich von 0 bis 71/2 zu
kennen. Der Rest ergibt sich durch die Symmetrien und die Periodizitat.

Anwendungen der Winkelfunktionen in der Physik

Die Winkelfunktionen spielen sowohlin der Mathematik als auch in der Physik eine wichtige Rolle. Wir
werden sie in den folgenden Gebieten der Physik wieder antreffen.

= Koordinatensysteme

= Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten (und umgekehrt)
= Anwendungen in der Statik

= Zerlegung der Kréfte an der geneigten Ebene

= Berechnung des Drehmoments mit Hilfe des Vektorprodukts

= Berechnung der vektoriellen Addition beim Kréfteparallelogramm (Cosinus- und Sinussatz)
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= Anwendungen in der Kinematik/Dynamik

. . x\ _ (Cos[w t])
= Beschreibung von Kreisbewegungen (y) = (Sin[wt]
= Schrager Wurf Abwurfwinkel
= Arbeit Skalarprodukt

= Anwendung bei Schwingungen
= Darstellung einer Schwingung durch axSin[wt]
= Berechnung von Superpositionen (Uberlagerungen)
= Anwendung bei mechanischen Wellen, in der Optik und Akustik
= Darstellung einer Welle durch axSinfkx - wt]

= Berechnung von Superpositionen (Uberlagerungen)

Eigenschaften von Winkelfunktionen

In der Physik-Merkhilfe auf den Seiten 50 und 54 oder in der Mathematik-Merkhilfe auf Seite 12 kénnen
viele Eigenschaften der Winkelfunktionen gefunden werden:

- Winkelfunktionen, Umkehrfunktionen

- trigonometrischer Pythagoras

- Periodizitat, Reduktionsformeln

- Erster Summensatz: z.B. Sin[a+f] ...

- Zweiter Summensatz: z.B. Sin[a] + Sin[g] ...

- Produkte zweier Winkelfunktionen: z.B. Sin[a] = Sin[f] ...

Siehe dazu u.a: Link
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Anhang D Rechnen mit Vektoren

Einleitung

Die Vektoren spielen (ahnlich wie die Winkelfunktionen) eine wichtige Rolle in der Physik. Sie kommen in
vielen Gebieten der Physik vor: z.B.

= Kinematik: Ort 7, Geschwindigkeit ¥V, Beschleunigung @ ...

= Statik: Kraft Tf, Drehmoment M....

= Dynamik: Impuls ﬁ,Drehimpulsf...

m Elektrizitatslehre Elekstrische Feldstarke f, magnetische Feldstarke H..

= und viele mehr

Wir miissen deshalb zum besseren Verstandnis der Ausfiihrungen und Herleitungen die hier aufge-
fiihrten wichtigsten Formeln (die auch in beiden Merkhilfen enthalten sind) verstehen.

Vektoren konnen zeichnerisch als Pfeile dargestellt werden.
F/N

4+

n n 1 n 1 n 1 n i F/N
-4

= Der Pfeil zeigt die Richtung an.
= Der Schaft ist der Angriffspunkt.

= Die Lange des Pfeils ist ein Mass fiir die Grosse (zusammen mit der Skalierung).

Die Vektoren kénnen aber auch rechnerisch mit Hilfe von sogenannten Spaltenvektoren (mit Einheit)
dargestellt werden.

Dazu miissen wir zunachst ein Koordinatensystem wahlen. In den meisten Situationen wahlen wir ein
rechtshandiges kartesisches Koordinatensystem (Descartes, 1596 - 1650, Link), bei dem von einem
Ursprung O ausgehend drei Einheitsbasisvektoren €, €, €, so gewahlt werden, dass diese Einheitsvek-
toren zueinander jeweils einen Winkel von 90° einschliessen. Rechtshandig bedeutet, dass g, e_‘y, €,
zueinander wie der Daumen/Zeigefinger/abgespreizter Mittelfinger der rechten Hand orientiert sind.
Jeder Punkt im Raum kann dann dargestellt werden als ...

T =X%€ +y*€, +7%¢€,
bzw. jeder Richtungsvektor als ...

U =0*x8 +0y*x €, +0,* &,
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Diese beiden Vektoren werden abgekiirzt folgendermassen geschrieben ...

X Ox
T=|y bzw. a=|a
z a,

In obiger Abbildung zeigt die x-Achse horizontal nach rechts und die y-Achse vertikal nach oben. Somit
hat der eingezeichnete Vektor die kartesischen Koordinaten ...

Fie) 2 (AN-3NY 5y Hauschen zahlen!
(Fy) (3N—(—4N)) (7)

Vektoren konnen unterschiedlich verschoben werden ...

= Fiir Rechenoperationen diirfen die Vektoren frei verschoben werden. Zum Beispiel bei der Addition zum
Parallelogram.

= Kraftvektoren diirfen bei starren Kérpern entlang der Wirkungslinie (Linie aus Angriffspunkt und Richtung
des Vektors) verschoben werden, ohne dass sich die Wirkung auf einen starren Korper andern wiirde.

= Im allgemeinen diirfen die Vektoren nicht verschoben werden (Beispielsweise bei einem elektrischen Feld).
Formeln (aus den Merkhilfen)

Wir miissen (ohne Hilfsmittel) die folgenden Rechentechniken beherrschen. Sie gelten in einem recht-
shandigen kartesischen Koordinatensystem.

ay b, a,tb,
Addition von zwei Vektoren @ und b: atb=|a,|x|b,|=]a,£b,
a, b, a,tb,

Subtraktion kann man sich vorstellen als Addition des Gegenvektors -b
dh.  d@-b=73+(-D)

ay kxa,
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar (Zahl):  k+d = k+| a, [ =| k*a,
a, kxa,
ay aylk
Division eines Vektors durch einen Skalar: z= i* a,|=|a,/k
a, az/k
Betrag (Linge) des Vektors @: a=|3]=3.9 = \/ax2+ay2+022
Einheitsvektor von a: To = &

d.h. @ = 0*60
d.h. jeder Vektor kann geschrieben werden als “Betrag mal Richtungseinheitsvektor”.

a,\ (by
Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b: G.b = ay |.| by | = axby+a,b,+a,b,
a, b,
Geometrische Interpretation: G.b = a*b=Cos[¢]
Projektion von @ auf b: 5‘”5 = aCos[¢l by = (E.BO)BO = %B
a, b, ay b,-a, by
Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b: axb =|a,|x| b, | =|a,by-ayb,
a;/ \b, axb,-ay by
Geometrische Interpretation: Gxb = axb*Sin[g]+ e,
gola,golg, | ?0 | =1
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Rechnen mit Vektoren

Vektoren konnen geometrisch als Pfeile und rechnerisch als Spaltenvekoren dargestellt werden. Wir
beschranken uns im Folgenden auf Vektoren in der Ebene, also in 2 Dimensionen. Wir verwenden
durchgehend das kartesische Koordinatensystem.

1. Wir starten mit drei identischen freien Vektoren

Der Angriffspunkt spielt hier keine Rolle.

OFT T T T e e i R
8 7
6 ]
af — ]
i AT
of / :
aF ]
af :
;‘20 ‘ ‘ ‘ ‘ —"IO ‘ ‘ ‘ ‘ 6 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘0 ‘ ‘ ‘ ‘ 2‘0
. . . , . ~ (2
Abbildung Drei verschiedene Reprasentanten des freien Vektors @ = (5)

Denn beispielsweise hat der Vektor links den Angriffspunkt bzw. Schaft bei {-10, 0} und die Spitze bei
{-8, 5}. Dies gibt eine Koordinate von +2 in der Horizontalen und eine Koordinate von +5 in der
Vertikalen.

Vektor = Koordinaten Spitze minus Schaft = (_58) - (_(1)0) = (2)

Die Zahlen in (E) bedeuten vom Schaft zur Spitze geht es 2 Hauschen nach rechts und 5 Hauschen nach

oben.

Wir kommen zum gleichen Ergebnis durch Zahlen der Hauschen (nach rechts und nach oben).

2. Multiplizieren mit einem Skalar (strecken/stauchen/invertieren)

Durch Multiplikation mit einer Zahl konnen wir die Vektoren strecken (Zahl grosser als 1 oder kleiner als

-1), stauchen (Zahl zwischen -1 und +1). Bei negativen Zahlen wird der Richtungssinn umgedreht.
10 =T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]

-10 4 i i i i I i i i i | i i ! i i i i i i 3
-20 -10 0 10 20

Abbildung  Der rote Vektor wurde mit dem Faktor 1.5 gestreckt.
Der griine Vektor wurde mit dem Faktor 0.4 gestaucht.
Der blaue Vektor wurde mit dem Faktor -2 gestreckt und invertiert.
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Rechnerisch geschieht dies folgendermassen:

. 2 1.5%2 3

R V k = l = =
oter Vektor Vi 5*(5) (1.5 *5) (7.5)
. 2 04 2 0.8

U Vek =04 = =
Gruner Vektor v, =0 *(5) (0'4*5) ( ) )
Blauer Vektor V§=—2*(2)=(_2*2)=( _4)
5 -2%5 -10

Die negativen Zahlen in ( 0) bedeuten vom Schaft zur Spitze geht es 4 Hauschen nach links und 10

Hauschen nach unten.

3. Addition von zwei Vektoren

Die Addition von 2 Vektoren geschieht folgendermassen.
Geometrisch (siehe Zeichnung):
= Wir verschieben die Vektoren, so dass sie einen gemeinsam Schaft haben.
= blau: Wir verschieben den Vektor b an die Spitze des Vektors @ und erhalten die Summe s (rot). Oder
= griin: Wir verschieben den Vektor @ an die Spitze des Vektors b und erhalten auch die Summe 3 (rot).
= Der Summenvektor 3 =@ + b ist gleich der Diagonalen des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

= Wir missen nicht das ganze Parallelogramm konstruieren. Eine (rod oder griin) der beiden dargestellten
Additionen wiirde ausreichen zur Konstruktion des Summenvektors 5

oF 3 :
sl ]
I b
—_—
—10;\ i i i i 1 i i i i I i i i i i i i i i
-20 -10 0 10 20
. . 2 5 . 7
Abbildung Summe der zwei Vektoren (9) und ( X ) ergibt den Vektor ( 10)
. - a7 2 5 2+5 7
Rechnerisch s_a+b_(9)+(l)_(9+l)_(lo)
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4., Subtraktion von zwei Vektoren

Geometrisch: Wir haben hier 2 Varianten zur Auswahl, um die Differenz d = @-b zuzeichnen.

Variantel  Wiraddieren zu @ den Gegenvektor von b. Der Gegenvektor von b hatdie gleiche Lange
wie b, aber die umgekehrte Richtung.

d=d-b =3+(-b) (1)
Variante2  Wir stellen die Reihenfolge der Vektoren um ...
d=3-b=-b+3 (2)

Es resultiert jedes mal das gleiche Ergebnis fiir d: Variante 1 (blau), Variante 2 (griin).
10 F7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T =

oF 3 ]
_5L -b ]
{'
—10;\ i I i i i i I i i i i 1 i i i i 1
-20 -10 0 10 20
Abbildung Konstruktion des Differenzenvektors @ - b.

Der Differenzvektor entspricht tibrigens der anderen Diagonalen des von @ und b aufgespannten Parallel-

-(o)-(:)=(22)= (%)

ogrammes.

ol

Rechnerisch d=1-

5. Betrag / Lange eines Vektors

8F

Abbildung Der Vektor @ = (ZX) = (4)
y

Die Lange des Vektors @ wird mit a bezeichnet. Diese Lange berechnen wir mit Hilfe des Satz von
Pythagoras.

a= \/axz+ay2 = {42+ 72 = \65 = 8.06
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6. Einheitsvektor

Der Einheitsvektor von @ wird geschrieben als @, und berechnet, indem man den Vektor @ durch seine
Lange a teilt. Somit ...

60:

Q lal

7. Skalarprodukt von zwei Vektoren

Das Skalarprodukt @ . b ist definiert als ...
Lange von @ mal Lange von b mal Cosinus des Zwischenwinkels.
d.h. 3.b = abCos[¢]
Das Skalarprodukt liefert somit eine Zahl (eventuell mit Einheit).

Die Lange der Strecke, wenn wir @ aufb projizieren (= Ankathete im rechtwinkligen Dreieck), entspricht
dem Wert a Cos[¢]. Das Skalarprodukt ist demnach b multipliziert mit der Lénge der Projektion von @ auf

b. Wir kénnten alternativ auch b auf @ projizieren. Es wiirde das gleiche Ergebnis resultieren.
) |

Abbildung Illustration des Skalarprodukts 3.5, d = (i),B = (I)

Rechnerisch erhalten wir mit Hilfe der Formel (die fiir das kartesische Koordinatensystem gilt) ...

—_

(1) E.b=(ZX).(2X)=ax*bx+ay*by
y y

das folgende Ergebnis ...
G.b=4%7+7x1=35
Das Skalarprodukt eines Vektors miti sich selbst liefert die Lange im Quadrat ...
4.0 =axa+Cos[0°] = a*a = a°.
d.h. a=+0.0
Fir die Projektion ?J‘”B des Vektors @ auf den Vektor b erhalten wir gemass “Vektor = Lange mal Rich-

tung” ...

Ql
ol

6 = (G COS[(P]) BO = (630) BO = - B

%
S

IIb
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Herleitung der Formel fiir das Skalarprodukt (optional)
Wie kommt man auf die obige Formel (1)?
Wir miissen nur die Definition der Vektoren ...

= GX*FX +ay*€‘y +OZ*?Z

ol Ql

= byx € +b,*€, +b,x &,
bertlicksichtigen und erhalten durch Ausmultiplizieren ...

b = (ax* & +ayx €, +0a,xE,).(byx & +by,*x €, +b,* &)

Ql

= ayby(8.8) +ayxb,(e,.8)) + axb,(e;.8)
+  ayb(y.&) +a,b,(8y.7) +a,b, (8 .)
+  a,b.(€,.8) +a,b,(€;,.8) +a,b,(e;.5,)

Auf Grund der Definition des Skalarprodukts ...
3.b = abCos[¢]

giltnun ...
e.6,=¢,.8,=¢,.¢,=1 fur gleiche Indizes
denn beispielsweise: €,.6,=1x1xCos[0°]=1
e.6, =0 fir ungleiche Indizes
denn beispielsweise: 8.8, = 1x1%Cos[90°] =0

Es bleibt somit Uibrig ...

3.b = ay by +ay b, + a,b, ged

8. Vektorprodukt von zwei Vektoren

Skript - Statik.nb

Das Vektorprodukt @ x b (auch Kreuzprodukt genannt) von zwei Vektoren @ und b wird folgender-

massen definiert ...

Lange: axb+| Sin[¢] |

Dies entspricht der Flache des von @ und b aufgespannten Parallelogrammes.

Richtung: Der Vektor @ x b steht senkrecht auf den Vektoren @ und b gemass der

Rechte-Hand-Regel (d.h. der Daumen zeigt in Richtung von @, der Zeigefinger

zeigt in Richtung von b und der abgespreizte Mittelfinger zeigt in Richtung

von @ x b. Die resultierende Richtung wird durch den Einheitsvektor €, ausgedriickt.

Zusammengenommen heisst dies ...

Gxb =ab | Sin[g]| « &

x
ol

b*Sin[a] :
|

ol

Abbildung @ x b steht senkrecht auf @ und b

48/ 56



Skript - Statik.nb

Wahrend das Skalarprodukt eine Zahl/Skalar ergibt (mit Einheit), liefert das Vektorprodukt einen Vektor
(mit Einheit).

Im kartesischen Koordinatensystem wird das Vektorprodukt folgendermassen ausgerechnet ...

ay by ay b, - @zby
(2) '@B:Ly}&&: a, b, - Gyby
a;] \b, axb, - Il
Veranschaulichung fiir @ = Gxb gelb: +; orange: -
Cx ax\ (bx - @\ (bx - ax\ (bx
[—]:nyby ey | =|ay|x| by - [=|ag|=]| by
- @z/ \b, - a,/ \b3 Cy a;/ \b;

Ein einfaches Beispiel ...

1 0 0x0-0=*1 0
0 0 1x1-0%0 1

Dieser Vektor schaut (auch gemass der Rechte-Hand-Regel) aus der Zeichenebene heraus, wenn die x-
Achse nach rechts und die y-Achse nach oben zeigt.

Das Vektorprodukt ist eigentlich fiir 3D gedacht. Wir kénnen das Vektorprodukt aber auch im 2D verwen-
den, wenn wir die z-Komponenten null setzen ...

ay by 0

ay |x| by | = 0

0 0 axb,-a, by

Der resultierende Vektor zeigt aus der Zeichenebene heraus. Sein Betrag | a, b, -a, b, | bzw. seine
Lange entspricht der Flache des von den 2D-Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

Herleitung der Formel fiir das Vektorprodukt
Wie kommt man auf die recht komplizierte Formel (2) oben?

Analog wie bei der Herleitung beim Skalarprodukt konnen wir schreiben ...

Gxb = (ayx8 +ayx8 +0,%6,) x (byx 8 +b,x€, +b,x &)

Ay by (8 = &) +axby (& x &) + axb, (8 &)
+  aybe(ey x&) +ayby(ey x8) +a,b, (e <)
+ a,b (& &) +a,b, (& =&) +a,b,(E < &)
Auf Grund der Definition des Vektorprodukts ...
3 x b = abSin[¢g]e;
giltnun ...

fiir die Lange des Vektors bei gleichen Indizes: z.B.
Lange | & x & | = 1%1xSin[0°]=0
dh.g, xg =0

flr ungleiche Indizes: z.B.

Lange | &x x| = 1%1xSin[90°]=1
Richtung e.8 =& €, .8 = -&

auf Grund der Rechte-Hand-Regel
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Es resultiert die folgende Formel ...
axb = 6+axby(€;) +ayb,(-2))
+ ayb (—ej) +6+aybz(+e7)
g)) +a,b,(-&) + 0

= ( b,-a,b )ex+(az x—0xb;) € + (axby,-a,b,)E,
= [ x—0yxb ] ged
axb,-a, b,
Es gilt somit ...
ayb,-a,b,
Gxb = [asz—aXbZ]
ay by —a, by
Siehe auch

Seite 51 Physik Merkhilfe

Seite 4 Mathematik Merkhilfe

Seite 31-35 Kuchling

Skript - Statik.nb
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Anhang E Drehscheibe mit Gewichten (optional)

An eine um eine horizontale Achse drehbare Scheibe werden n Gewichte bzw. Massen my, m,, ...m,
an den Positionen Py, P,, ... P, befestigt.

Fragestellung: In welcher Stellung ist die Scheibe im Gleichgewicht?
Wir l6sen die Aufgabe zunachst allgemein!

Drehmomentgleichgewicht heisst ...

—_

LM = Zfll(ﬁxf;) =0

Die n Krafte F; (d.h.i=1, 2, ...n) sind die Gewichtskrifte und die 7 sind die Ortsvektoren fiir die n
Angriffspunkte.

Um die Drehmomente auszurechnen, miissen wir ein Koordinatensystem definieren. Wir legen die
Achsen so, dass ...

die positiven x-Werte in der Zeichenebene nach rechts,

die positiven y-Werte in der Zeichenebene nach oben und

die positiven z-Werte aus der Zeichenebene heraus zeigen.

Damit ergibt sich fiir die Vektoren ...

0
Fi = [ -m;g die Gewichtskrafte der einzelnen Massen m;
0
riCos[@ + ay ]
T = [ ri Sin[e + ay ] ] Ortsvektoren der Angriffspunkte
0

Die Stellung der Scheibe ist durch die Angabe des absoluten Winkels ¢ eines einzigen Massenpunktes
gegeben. Wir wahlen den Punkt 1, d.h. die Masse m;. Die anderen absoluten Winkel ergeben sich dann
mithilfe der Addition des Winkels a;;, der den Winkel zwischen der i-ten Masse und der 1-ten Masse
angibt.
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Die angegebenen Winkel bedeuten somit das Folgende ...

i=1 =9 =@+an denn ay =
i=2 P =@+0a1
i=n @ =@+ai,

Wir erhalten somit fiir das Drehmomentgleichgewicht ....

riCos[eo+ a; ] 0
(1) Moo= ZLM; = Z?:l?/"'f: =3 I’,'Sin[<p+a1,-]]x —m,-g]
0 0
0 ) _ 0
_ Z’Ll 0 Glelchiewmht 6 _ 0]
-m;griCos[g+aj] 0

Wir erhalten somit die Gleichung ...

2l (-migriCos[g+ayj]) =0
Diese Gleichung kdnnen wir auch erhalten, indem wir die Regel “Drehmoment = Kraft mal Hebelarm”
anwenden.

Gewichtskraft: m;g

Hebelarm: riCos[p + ay ]

Wir dividieren beide Seiten durch —-g und erhalten die etwas einfachere Gleichung ...
(2) iy miriCos[p+ay] =0
bzw. ohne Summationszeichen ...

my ry Cos[@ + ay ]+ myr Cos[e+ apl+...+myr,Cos[e+a; ] =0

Um aus dieser Gleichung ¢ zu bestimmen, verwenden wir den zweiten Summensatz (siehe Merkhilfe),
d.h.

Cos[a + B] = Cos[a] Cos[B] - Sin[a] Sin[g]

Somit erhalten wir (wir schreiben wieder kiirzer mit Summationszeichen) ...

(3) 27y mjri(Cos[g] Cos[ay ] - Sin[¢] Sin[ay]) = 0

Wir separieren die beiden Ausdriicke mit Cos[¢] und Sin[¢] und klammern aus....
Coslpl*3L, ( miriCos[ay]) - Sin[@]*3L; (m;r;Sin[ay]) = 0
Cos[@]* 3, ( mjriCos[ay;]) = Sin[@]+3L, (m;r;Sin[ay])

¥ (mjiriCoslayj]) _  Sinfg]

3y (mjr; Sinfay 1) Cos[e]

Tan[(p] - ¥71( m;ri Coslay 1)

¥y (miri Sinfa])

(4) @, = ArcTan[—Zﬂﬂ( m’r’coslal’])] @, =@ +180°

3y (myri Sinfay 1)
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Der ArcTan liefert eine Losung (¢;) im Bereich von -90° bis +90°. Die zweite Losung (¢,) liegt somit im

Bereich von 90° bis 270°. Das eine Gleichgewicht ist in der Regel stabil und das andere labil.

Anwendung auf 2 Massen

Diese Schlussformel vereinfacht sich fiir 2 Gewichte und ohne Summationszeichen geschrieben zu ...

(5) @, = ArcTan[ml r1 Cos[0 °] + m, ry Cos[ays] - ArcTan[w]
1 my ry Sin[0 °] + m; rp Sinfa,] mjy rp Sinfay;]
(Dz = (p]_ + 180 °

Anwendung auf 3 Massen

Analog gilt fiir 3 Gewichte die Formel ...

(6) @, = ArcTa I’I[ my ry +m, ry Cos[ay,] + Mz r3 Coslays]
1 m, ry Sinfay,] + M3 r3 Sinfags]

@ =@ +180°
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Herleitung der Formel fuir zwei Gewichte (ohne Summationszeichen)

Wenn die Herleitung der allgemeinen Formel mit den Summationszeichen etwas verwirrend sein sollte,
konnen Sie hier die Herleitung der Formel ohne Summationszeichen fiir zwei Gewichte nachverfolgen.

Wir gehen von folgenden Bezeichnungen aus ...

Winkel zwischen P; und P, a
Angehangte Massen ms my
Angriffspunkte Py mit{ry, ¢} P, mit{r,, o+ a}

Wir erhalten gemass Skizze das folgende Drehmomentgleichgewicht (Kraft mal Hebelarm) ...

(1) my g r; Cos[gl + mygr, Cos[e+al =0

Gesucht ist der Winkel ¢. In einem ersten Schritt kdnnen wir die Erdbeschleunigung g wegkirzen ...

myry Cos[@] + myr, Cos[p+a] =0

Als nachstes versuchen wir, Cos[¢ + a] so umzuformen, dass nur noch der Winkel ¢ im Argument der
Winkelfunktion vorkommt. Wir verwenden dazu den ersten Summensatz ...

mjy ry Cos[@] + m, r; (Cos[g] Cos[a] - Sin[¢] Sin[a]) = 0

Wir bringen die Ausdriicke mit Cos[¢] auf die linke Seite, und diejenigen mit Sin[¢] auf die andere Seite
und klammern aus ...

(myry + myr,Cos[a])  Cos[@] = (myr, Sin[a]) * Sin[¢]

Sin[p] _ myri+myr; Coslal
Cos[¢] - my rp Sinfa)

Einfuhren der Tangensfunktion liefert dann als Endformel ...

my ry +m, r, Cosla]

Tan[(p] = m, r; Sin[a]
_ mjy ry +my r, Cosla] _ °
(2) Q= ArcTan[—m2 e @, = @;+180
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Im Folgenden werden wir einige spezielle Beispiele untersuchen.

Beispiel

Abbildung

Beispiel

Abbildung

2 Gewichte mit gleicher Masse und gleichem radialen Abstand

Massen: my =m,
Radialer Abstand: r=rnr

Winkel: ap;, = 45°

Stellung: @ =67.50° @ = 247.50°

Labile und stabile Gleichgewichtslage

3 Gewichte mit gleicher Masse und gleichem radialen Abstand

Massen: my =my, =m;
Radialer Abstand: ri=ry=rs

Winkel: ap, =45° a;z = 90°
Stellung: @ =45° @ = 225°

Labile und stabile Gleichgewichtslage
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Beispiel

Abbildung

Beispiel

Abbildung
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3 Gewichte mit ungleicher Masse und gleichem radialen
Abstand

Massen: m;=2my, =3ms

Radialer Abstand: r=ry=rs

Winkel: a;, =45° a;3 =90°
Stellung: @ = 63.0936° @ = 243.094°

|
¢ = 243.004°

|
¢ =63,0936°

eeeeeeee

Labile und stabile Gleichgewichtslage

3 Gewichte mit ungleicher Masse und ungleichem radialen
Abstand

Massen: my=2my; =3ms

Radialer Abstand: ri=2r,=3r3

Winkel: a;, =45° a;3 = 90°
Stellung: ¢ = 76.2531° @ = 256.253°

Labile und stabile Gleichgewichtslage
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